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Resumen 
En este trabajo se present a un model e  del Mercado de futuros 
Uquidado continuamente (marked-ta-marketl en una economia 
caracterizada por procesos de difusi6n y de salto-dlfusi on 
( jump-diffusion) . agentes aversos al riesgo, informaci6n simetrica y 
compieta. Se mues'tra que las posi ciones que los agentes tornan en este 
Mercado raramente son s610 especulativas a solo de cohertura y se 
investiga la naturaleza de las mismas. 
La principal contribuci6n del trabajo radica en mostrar que la 
prima de riesgo se forma no 50"10 para atraer contrapartldas a las 
demandas netas de cobertura de activos de atros mercados, sino 
tambien para compensar variaciones discretas y repentinas en el 
precio de los activos. De esta forma se propone una rep l i ca la 
critica tradicional de los modelos de cobertura (hedging models) . 
O. Introducci6n 
Un futuro financiero es un contrato que especifica la entrega de 
un activo (denominado activo subyacente) en una fecha futura 
determinada. estandari zada para todos los contratos. D i cho contrato 
tiene tres caracteristicas especiales que Ie distinguen de cualquier 
otro activo financiero y dificul tan su valoraci6n: En primer lugar, 
dicho contrato se l iquida continuamente entre las partes del mismo 
mediante el abono/adeudo de la variaci6n del precio de futuro 
financiero en una cuenta mantenida con un intermediario (denominado 
camara) y hasta la finalizaci6n del contrato. En segundo lugar, no 
existe un 5610 activo subyacente sino varios, y e l  vendedor es e l  que 
tiene la opcion de entregar uno U otro. a l a  terminaci6n del contrato 
(market-basket-del ivery). En tercer lugar, el vendedor dispone de un 
plazo determinado, normalmente una semana, para entregar el activo 
subyacente escogido a la terminaci6n del contrato ( opci6n tempora l ) .  
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Estas particularidades, especialmente la primera, 
valoraci6n el futuro financiero mediante simples 
imposibi Ii tan la 
condiciones de 
arbitraje (cost-of-carry). como 51 fuera un contrato a plazo. 
Una valoraci6n que tenga en cuenta todas estas particular1dades 
es dificil y solo se ha obtenldo resolviendo numericamente un model e  
de equi l ib i ro general (ver Serrato 1990a y 1990b). La motivacion del 
presente trabaJo radica en obtener resutados ana l i  ticos de interes 
para el estudio de las estrategias de inversion y de la formacion de 
primas de riesgo en el mercado de futuros, model i zando tan solo la 
prlmera de las tres caracteristlcas comentadas anteriormente. Como se 
vera., e l  procedimiento de l 1 quidaclon continua const1 tuye la 
dlferencia crucial entre e l  mercado de futuros y cualquier otro 
mercado. De esta forma, la estrategia de model1zacion anterior no 
pierde generalidad a pesar de no model i zar explic1tamente la relaci6n 
del precio del futuro flnanclero con la de su activo subyacente en 
cada momento ( e l  activo denominado cheapest-to-deliver en e l  caso de 
un futuro financiero) .  
En este trabajo se present a un modelo para un mercado de futuros 
flnancieros l 1quidados continuamente (marked-to-market )  en una 
economia caracterizada por procesos estocastlcos de difusion y 
sal to-difuslon, preferencias dlversas e informaci6n simetrlca. Con 
dicho modelo se pretende examlnar los mecani smo s  de t ransferencia de 
riesgo en los mercados de futuros y explicar la formaci6n de primas 
de riesgo en dichos mercados, a la luz de las relaciones reveladas 
por la exp�rlencia empirica entre las posiciones en mercados al 
contado y el comportamiento estocastico de precios de futuros 
financleros y no financieros. 
En primer lugar se presentan los t rabajos mas representativos en 
la l iteratura sobre model i zacion de mercados de futuros y se plantean 
algunas de las cuest 1 0nes que motivan el presente t rabajo. En el 
modelo se muestra como la posicion que cada agente toma en el mercado 
de futuros resulta de agregar un componente puramente especu1ativo y 
otro de cobertura pura. Ademas, 1a prima de riesgo se re1aclona no 
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con la posicion neta abierta en los mercados al contado (net hedging 
pressure) sino con el riesgo total abierto en los mercados al contado 
medido por las betas del futuro financiero con respecto a los activos 
de los mercados al contado. De esta forma se pone en relaci6n la 
prima de riesgo del futuro financiero con su riesgo s istematico y su 
demanda para fines de cobertura. 
Posteriormente se introducen perturbaciones (shocks) en la 
economia que provocan discontinuidades en la trayectoria de los 
precios de los activos, 10 cual permite caracterizar aproximadamente 
primas de riesgo no nulas aun cuando las posiciones en los mercados 
al contado esten exactamente compensadas. 
� Los modelos de mercados de futuros � la Ilteratura: 
La existencia de una prima de riesgo en los mercados de futuros 
es un tema t radiclonal de investigaci6n te6rica y aplicada en 
estudios sobre instrumentos derivados. En principio, no hay porque 
pensar que en una economia con agentes racionales, dotaciones, 
preferencias y una tecnologia dadas, los precios de los futuros 
financieros se comporten como martingalas (prima de rie'sgo nula ) ,  
La evidencia empirica t i ende a favorecer l a  hip6tesis de la 
existencia de una prima de riesgo no nula en los mercados de futuros, 
aunque contrastar si los precios de los futuros se comport an como 
martingalas es complejo dada la dificultad de especificar e l  conjunto 
de informaci6n relevante. Los trabajos mas representativos pueden ser 
Jackson ( 1 986) para el mercado de oro, Rajamaran (1986) para los de 
cafe, caucho y cacao, Raynauld y Tessier (1984) para los de trigo, 
avena y ma1z, Fama (1976), y Friedman (1979) para los de letras de 
tesoro americanas, y Cornel l  ( 1977 ) ,  Hansen y Hodrick (1980 ) ,  Hodrick 
y Srivastava ( 1 984) y Korajczy (1985) para los mercados de cambios, La 
teoria se centra en la explicaci6n de la formaci6n de primas de 
riesgo en estos mercados, y contempla dos enfoques alternativos, no 
excluyentes: los modelos "de cobertura" y los basados en el 
equilibrio general .  
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Los denominados " modelos de cobertura" y los basados en e l  
model e  d e  valoraci6n d e  activos d e  capital con consumo (CCAPM) 
garantizan, en general, la existencia de una prima de riesgo 
positiva/negativa si la mayoria de las operaciones de cobertura ( toma 
de posiciones en un mercado para compensar los posibles movimientos 
de precios desfavorables en otro mercado) se realizan en forma de 
operaciones cortas/largas (vender/comprar futuros para protegerse de 
un descenso/aumento en los precios de los activ�s al contado). 
Algunos modelos basados en el CAPM de Sharpe (964) y Lintner 
( 1965) apuntan la inexistencia de prima de r iesgo al mostrar que los 
precios de los futuros no soportan riesgo s istematico alguno y no 
requieren inversi 6n, al margen de la garantia colateral, (Dusak 
( 1 973), Grauer (1977), Bodic and Rosansky ( 1 980»), No obstante, en 
este sentido Carter, Rousser y Schmitz ( 1 983) y especialmente Breeden 
( 1979, 1980) derivan primas de riesgo no nulas, formulando los 
parametros del CAPM como aleatorios, en el primer caso, y permitiendo 
que los precios de los bienes de consumo y e l  conjunto de 
oportunidades de inversion varien aleatoriamente ,  en el segundo. 
Los denominados mode10s de equilibrio con multiples bienes 
apuntan la existencia de una prima de riesgo que es funci 6n de la 
uti 1idad de futuro para efectuar coberturas de 1a u t i1idad marginal 
del consumo esperada. De esta forma, los precios de los futuros 
incorporan especu1aci6n sobre los precios futuros de los bienes de 
consumo, la u t i l idad marginal futura de los mismos y sobre los tipos 
de interes -deb ida a la reinversi6n continua de las variaciones de 
precio del futuro hasta su vencimiento- (Richard y Sundaresan ( 1981), 
Grauer y Litzemberger ( 1979» . Dichos modelos son dificiles de 
contrastar debido a la amp l i tud del conJunto de informaci6n que hay 
que incorporar en el contraste estadistico. 
Los mode10s de cobertura (hedging models) exp l ican la existencia 
de primas de riesgo por la asimetria entre los agentes que operan en 
e l  mercado de futuros. Los especuladores entran en e l  mismo debido al 
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riesgo que los agentes que practican cobertura de sean transmitir, y 
reciben una prima de riesgo por ello.  De esta forma la prima de 
riesgo sera positiva (negat iva) si la posici6n total neta de los 
agentes que practican cobertura es corta/larga (predominio de 
posiciones largas/cortas en los mercados al contado) .  Esta l inea de 
investigaci6n es la que t iene mas tradici6n, que se remonta a los 
trabajos seminales de Keynes ( 1930, l a  normal backwardation theory 
formulada en el Treatise), Houthakker ( 1957 a y b), Telser ( 1958, 
1960), Cootner ( 1960, 1967), Gray ( 1960, 1961), Rockwel l  ( 1967) y 
Miracle ( 1972 ) ,  y posteriormente Stein ( 1 979), Anderson y Danthine 
( 1981 , 1983). 
Los estudios empiricos realizados para contrastar los resultados 
derivados de los modelos de cobertura, examinan la relaci6n entre los 
costes de cobertura y las primas de riesgo ex-post observadas 
mediante el examen de la cuenta de resultados de especuladores y 
agentes que practican cobertura (Cootner. 1960, 1967, Miracle 1972 y 
Telser 1967). Aunque los resultados de dichos estudios son muy 
sensibles a los supuestos realizados sobre los agentes de los que no 
se dispone de informaci6n (Peck 1982). dichos resultados t ienden a 
favorecer la idea que la posici6n global neta por motivo de cobertura 
no es el Cnico factor que determina las primas de riesgo (es decir. 
se rechaza l a  net hedging pressure hypothesis). En concreto. es 
frecuente detectar periodos en los que las posiciones cortas y largas 
de agentes que practican cobertura, en ciertos mercados de futuros, 
practicamente se compensan y si e_mbargo la prima de r iesgo es 
significativamente no nula. 
En este trabajo se desarrol la un modele de cobertura en una 
economia con futuros f inancieros y contrataci6n continua que ofrece, 
en primer lugar. una reinterpretaci6n de ciertos resultados de 
estrategias de inversi6n conocidos. El tratamiento de un mercado de 
futuros cuando la incertidumbre se model i za con procesos de difusi6n 
no es nuevo en la l i teratura (ver Duffie. 1990), sin embargo la 
principal aportaci on metodol6gica del presente trabaJo consiste en 
introducir procesos de salto-dlfuslon. Dicho tratamiento permite 
-7-
justificar la existencia de primas de riesgo en e 1  precio del 
contrato de futuros (desviaciones de 1a hip6tesis de martingala) aun 
cuando las posiciones netas a l  contado de los activos correlacionados 
con el futuros financiero sean nulas. Este resu1tado es nuevo en 1a 
l iteratura bajo los supuestos especificados, tanto la referente a 
modelos de cobertura como los de equi librio general :  La posible 
existencia de prima de riesgo no nula con "net hedging pressure" no 
nula se deduce sin imponer que los agentes sean heterogeneos ( como 
en el model e  con producci6n y almacenamiento de Anderson y Danthine 
(1983) 0 que la covarianza instantanea con el consumo ( consumption 
beta) sea no nula. 
En la secci6n 2 se desarrolla el modelo en el caso de que 1a 
incertidumbre esta modelizada' mediante procesos de difusion puros , y 
se derivan las estrategias de inversion 6ptimas en el mercado de 
futuros y los factores determinantes de la formaci6n de una prima de 
rlesgo. En la secci6n 3 se introducen se relaja la condicion de 
continuldad en los procesos estocasticos y se obtienen de nuevo las 
estrateglas de inversion y las primas de riesgo de equ i l ibrio. La 
secci6n 4 compara los resultados y concluye el trabajo. Por ultimo, 
en el apendice se desarrollan las condiciones mediante las cuales el 
anal isis en equilibrio parcial es compatible con la existencia de un 
equilibrio general subyacente. 
2 . Un modelo del mercado de futuros � � economia caracterizada 
PQ£ procesos de dlfusion: 
Sea una econom1a con incertidumbre en un periodo de t iempo 
acotado, M activos f lnancieros e I agentes aversos a l  riesgo con 
dotaciones de activos financieros dadas y simetricamente 
informados. 
La incertidumbre se modelizara mediante un espacio de 
probabi l idad de Wiener (0, F,IP). E1 conjunto Q incluye todos los 
sucesos e lementales que pueden ocurrir en un horizonte terminal T>O. 
La particion F es lP-comp1eta y es e l  �-algebra de e lementos medibles 
en Q ( sucesos de los cuales los agentes de la economia pueden inferir 
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probab1l 1dades basadas en la medlda de probabil ldad (p). Los sucesos 
se revelaran a cada agente en el tiempo segun la filtracion 
r={Ft , te[O, T]}, donde Ftes el conjunt o  de sucesos que pueden ocurrlr 
en t 0 antes, slendo Fsc Ft para s<t (esto es, los agentes no olvidan 
que un suceso ha ocurrido s i  se ha revelado). La filt racion es 
cont inua por la derecha, es decir, F = n F Vte[O. T) , (la nueva t s >t s 
informacion en t es conoclda precisamente en t y no en un instante 
inmediatamente posterior). Fa es el cr-algebra t rivial (nada se sabe 
en t=O) y FT=F ( t oda la informacion es revelada en T). La 
Incert ldumbre se revelara mediante las real izaciones de un proceso de 
Wiener en el 
en, F, p, F).
l 
espacio probabilistico completamente flltrado 
Escribamos l os precios de los M activos financieros de la 
economia especificando los procesos de difusion slgulentes. Se supone 
la existencla de K!!:M fuentes de incertidumbre. representada por un 
vector Kxl -dlmensional de procesos independlentes de Wiener, de forma 
que: 
( 1 )  
donde dP t e s  un vector Mxl-dimensional ,  at e s  un vector d e  derivas 
Mxl-dimensional, crt 
dlfusi6n. Tanto e l  
definidos en el 





como la mat riz crt se suponen bien 
que son procesos integrables y 
predecibles, esto es. medibles con respecto al sigma-algebra generado 
por cada proceso a y cr en e l  l im He por la izquierda de t .  En 
definitiva, los procesos (1) estan adaptados a la filt racion de cada ' 
agente. En estas condiciones, 01 proceso mul t idimens ional 
especlficado en (1 ) es un proceso de I to. Por otra parte se supone 
que existe un minima de K!!:M activos l inealmente independientes, esto 
es, los mercados son completos. 
Introduzcamos en la economia anterior un contrato de futuros 
negociable, cuyo precio, en el marco gaussiano anterior, t endra 
representacion estocastica en (n. F , IP, F) :2 
(2) 
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donde rrt es un proceso uni-dimensional 
dimensional de coeficientes de difusi6n, 
y V 
t 
es un vector IxK 
siendo z el vector de t 
procesos Wiener de (1). Al igual que antes, n y v se suponen procesos 
adapt ados a la filt racion, comtin a todos los agentes. 3 
En (2) la deriva del proceso , nt' debe interpretarse como la 
prima de riesgo del futuro financiero. La rentabil idad instantanea 
esperada para e l  futuro financiero en un momento t ,  R;<tl, sera: 
E (dF )/F t t t n /F t t 
En la l iteratura se entiende habitual mente por prima de riesgo 
e l  exceso de la rentabil idad esperada sobre el t ipo de interes sin 
riesgo. Sin e mbargo en e l  caso de un futuro financiero la esperanza 
de rentabil idad integra es la prima de riesgo, ya que el futuro 
financiero no exige inversion inieial alguna (en la pract ica existe 
una pequefia garantia colateral 
consideraremos nula). 
El futuro financiero 
inicial que 
es l iquidado 
en el modele 
continuamente 
( marked-to-market ) .  La posicion que se t oma en un momento dado en su 
negociacion viene expresada por e l  escalar "'t elR. De esta f orma, ". 
represent a el numero de contratos de futuros adquiridos (".>0) 0 
vendidos (".<0). Los contratos se suponen perf�ctamente divisibles. Se 
supone , ademas, que no hay inversi6n inicial en garantia eolatera l .  
En cada moment o  la variaci6n d e l  precio del futuro s e  earga 0 se 
aeredi ta en la cuenta que el agente mantiene con una camara de 
contrataci6n organizadora del mercado .  1 t ipo de interes 
instantaneo, que se supone que sigue un proceso de difusi6n 
adaptado a f cual quiera: 
(3) 
La variaci6n del saldo en la posici6n a futuros es "'t�Ft' Vt>O. 
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que se invlerte (0 financial a1 tipo instantaneo rt. E1 sa1do con 1a 







Apl 1cando el lema de Ito mul tidimensional a (4) para obtener 
su representaci6n dinamica, se tiene: 
ya que 
[rtst (,,) + "tdFt + "tllt]dt + "tvtdzt 
=[r S ('" + " 1l jdt + " v dz t t  t t  t t t ( 5) 
Cada agente dispone de una cartera
S 
p'eR" (siendo Pi' 1=1,2, . . ,M, 
la cantidad del activo i en su posicion en e l  mercado de activos 
financieros al contadol y que consideraremos f i ja .  Esto es, se supone 
que los mercados son completos antes de l a  int roducci6n del futuro 
financiero-ver al apendice para una d i scusi6n de este tema-. De esta 
forma su nivel de riqueza en cada momento variara segtin? 
(6) 
d6nde por comodidad se omi te n ,  de momento, los subindices 
correspondientes a los agentes. Desarrollando dlt -sust ituyendo (1) y 
(4) en (6)-, el nivel de ri queza tendra representaci6n estocast lca: 
r 5 (,,) + " ll ] dt + t t t t 
Planteemos el problema del agente 
lnlcial , sea t=O, y un hori zonte t=T, como: 
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sujeto a (7) (8) 
siendo 
temporal 
!l(lt, (/l,), t) 
y It =R(O) o 
= e-�tU(lt (Il )), , , descuento � el parametro de 
contorno. B: 1R2 -?IR se la condici6n de supone 
continua y diferenciable con respecto a !t. 
De esta forma la elecci6n de la estrategia 6ptima en futuros 
queda planteada como un problema de control dinamico estocastico 
univariante. 
de control 
siendo � eR la variable de estado , 
y :::(t) el conjunto admisible 
• �tE:::(t) la variable 
de controles. Para 
simplificar supondremos que el individuo no tiene que aportar saldo 
inicial y no tiene limite alguno en el volumen de su posici6n. corta 
o larga. en el mercado de futuros, es decir, :::(t)=R. 
Supondremos que se cumplen las condiciones de regularidad para 
que la soluci6n del problema (su func16n valor) sea unica.7 





max E J e -�"u(lt (Il) )ds 
� eR t s , , 
(9) 
La ecuaci6n de Hamil ton-jacobi-Be l lman (HJB) para este caso es: 
o = max 
Ileal 
{ e-�tU(� (�» + J . • J [P'O: +r S (�)+tJ 11:] + t t R t t t  t t  
+�l [p'" +/l v] [p'" +/l v]'} 2 RR t t t t t t  
con condlc16n de contorno tlpo Dirichlet J(�.�. T)=O. 
La soluci6n tJ de (10) debe satisfacer: 
es decir. 




� = t 
)R rr t 
J V V' 
AR t t 
e'q-t� 
V V· t t 
(11 ) 
El procedimiento usual de resoluc16n de este tipo de problemas 
consiste en sustituir (11) en (10), y dada una forma para U(. ) 
resolver la ecuaci6n en derivadas parciales resultante de (10) para 
J(!R,t,Tl ,  Y una vez 
sustituirlas en (11) 
obtenida esta, hallar sus 
"9 para obtener finalmente �. 
derivadas JR, 
No obstante, vamos a imponer que la funci6n de utl11dad sea CRRA 
(aversion relativa al riesgo constante) ya que tiene unas 
caracterlsttcas que evitan tener que segulr el procedimiento anterior 
y resolver la ecuaci6n en derivadas parciales muy no lineal que se 
obtiene. 
Segun una propiedad de separabil idad de las funciones CRRA se 
puede escribir (Merton, 1971): 
slendo f Y g funciones deterministicas del tiempo. Para la funci6n 
de utilidad tipo CRRA: 
U (ltt. t )=exp (-�t ){ltf-l }/7. t 
la ecuaci6n (12) se escrlbe: 
slendo 1-7 el parametro de aversi6n relativa al riesgo. 
(13) 
Supongamos ahora que la economia esta compuesta par I agentes 
con funciones de utilidad CRRA, carteras P�ERM� y niveles de riqueza 
individuales l:, i=l, . . . ,1. Entonces, teniendo en cuenta (12) y (13), 
(11) se escribe: (14) 
i1 n .� v' i· l l Pi t. l "l =0-7 )v v' - V'"V"' I I I t. l 
- 13 -
La posicion en futuros contratada por un individuo se descompone 
en un posicion 
componentes del 
especulativa y una poslclon de cobertura (los dos 
10 l ade derecho de (14), respectivamente) . La posicion 
especulativa se identifica como tal al ser l arga/corta segun que l a  
prima de riesgo (Rt) sea posi t i va/negativa. Dicha pos i cion es 
direct amente proporcional al nivel de riqueza del individuo e 
inversamente proporcional a su grado de aversion relativa al riesgo y 
a l a  volat i l idad del futuro financiero. 
La posicion de cobertura se caracteri za. por su parte. por ser 
de signo contrario al de la posi cion de riesgo del agente en los 
mercados al contado. La demanda individual de futuros con fines de 
cobertura es igual a la suma de las posiciones, cortas e l argas, de 
cad a activo multipl icadas por la "beta" del futuro financiero con 
respecto a cada activo al contado respectivo. 
La demanda de futuros con fines de cobertura no depende, 
entonces, del vol umen de las posiciones totales net as en los mercados 
" spot" sino de la suma de las mismas ponderadas per sus respectivas 
volat i l idades con respecto al instrumento de futuros. 
De esta forma, pueden existir individuos muy aversos al riesgo con 
posiciones al contado abiertas y con demanda nula de futuros 
f inancieros con fines de cobertura. 
I mponiendo l a  condicion de vaciado de mercado, esto es, 
L "i· t o Vte[O,T]; (15) 
y sumando (11) para todos los agentes e 1 9ual ando a 0 se obt lene la 
deriva del proceso de Ft compat ible con e l  vaciado de mercado: 
n = t 
c 





Siendo C l a  media arm6nica ponderada de los coeficientes de 
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aversion relativa al riesgo de los I agentes de la economia, y siendo 
�Ala riqueza agregada en te(O, I).Para la funcion de utilidad l 
logaritmica (lim 71�O VieI), 06} tiene la forma: 
I 
n = _1_ L P' C' v' t iA 1=1 It t t 
l 
(11) 
Siendo $:A la riqueza agregada en t. Sustituyendo ahora 06} en (4) l 
J' 
I 
C L P'c; V' P'c; V' {} I I I  __ J
_
l_l (IS) l = -VV' C ltA 1=
1 V v' l l l l J l 
obtenemos la demanda de futuros optima de un agente jeI, con CARRA CJ. 
p'c; v' P'G" v' I t t __ J_l_l 
V"V' V v' t t t t (19) 
En (19) se particulariza el resultado para el caso logaritmico, 
donde r
Jt 
representa la participacion en t del agente j en la riqueza 
total. El tratamiento del caso logaritmico tiene especial interes ya 
que su interpretacion es mas sencllia que la del caso general. La 
posicion especulativa dependera, en el caso logaritmico, de forma 
directamente proporcional de la participacion del individuo en la 
riqueza total agregada en cada periodo (ver, sin embargo, la 
discusi6n de la nota 11). 
Puede observarse en (18) como la posicion especulativa total se 
repartira entre los agentes de forma proporcional al volumen total de 
riesgo abierto en los mercados al contado y de forma inversamente 
proporcional a la aversion absoluta al riesgo del individuo en 
relacion a la aversion absoluta al riesgo "del mercado" (Ie). Hay que 
notar que este cociente de coeficientes d� aversi6n al riesgo no es 
independiente de la distribuci6n de la riqueza entre los agentes. De 
nuevo el caso logaritmico es mas ilustrativo al mostrar la 
dependencia de la distribuci6n de la riqueza en la demanda 
especulativa de futuros: esta sera, en principio, mayor cuanto mayor 
sea la participaci6n del agente en la riqueza total11 
I 
Ahora bien, si L P , = OelRK las demandas de acti vos I =1 I 
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financier�s distintos al futuro financiero se compensan (todo activo 
financiero de un agente es pasivo financiero de otro agente) y dicho 
futuro 
reales 
financiero es una martingala (n =O,Vt): 
12 t en la economia (que no son pasivos de 
5i no existen activos 
ningun agente), 0 bien 
en el supuesto menos restrictivo de que todos los activos 
correlacionados con el futuro financiero se encuentran en oferta neta 
nUla. entonces necesariamente L p' = OeRM en equilibrio. En este caso, I I 
la rentabilidad esperada instantAnea es cero y puede entonces 
interpretarse que el hecho de que todas las posiciones spot 
encuentren contrapartida hace inecesario que el futuro financiero 
atraiga a especuladores. Este es un resultado bastante cornun en 105 
modelos de cobertura (futures hedging models). 
5i por el contrario LIP'tO, entonces puede interpretarse que en 
equilibrio el precio del futuro financiero ofrece rentabilidad 
esperada posit iva para atraer contrapartidas que tomen posiciones 
largas frente a las posiciones cortas que toman los inversores spot 
para cubrir sus inversiones en activos al contado. S1 el sumatorio 
anterior es menor que cero, entonces hay que atraer posiciones 
especulativas cortas, con 10 cual, para que la rentabi11dad esperada 
de tomar una posicion corta descubierta sea posi tiva. la prima de 
riesgo 0 deriva del proceso estocAstico que s1gue el precio del 
futuro financiero debe ser negativa. 
No obstante, la evidencia empir1ca tiende a rechazar los 
modelos de cobertura al detectarse per10dos de tiempo en los cuales 
las coberturas largas y cortas pract1camente se compensan ("net 
hedging pressure" nulo) y sin embargo no se rechaza que la prima de 
riesgo observada sea d1stinta de cero cuando, 
modelos de cobertura predecirian una prima de 
en este caso, 
13 riesgo nula . 
los 
Este 
fen6meno podria justificarse en el modele desarrollado mas arriba, en 
el senti do que posiciones abiertas al contado pequefias en volumen 
tengan gran influencia en la determinacion de la prima de riesgo al 
ser el futuro muy volAtil con respecto a estos activ�s de contado. No 
obstante, el apartado siguiente amplia el modelo para permitir la 
posibilidad de que la prima de riesgo del futuro sea no nula en una 
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economia con posiciones al contado exactamente compensadas, con 
14 agentes con preferencias identicas y creencias homogeneas. 
3.Un modele del mercado de futuros gn � economia caracterizada QQ[ 
procesos de sa1to-difusi6n: 
El hecho que 1a realidad pueda ser explicada por una mezc1a de 
procesos continuos y sa1tos discretos en las variables es ampliamente 
reconocida en la literatura. Reescribamos los procesos (1), (2) y (3) 
para e1 proceso del activo contingente, del futuro financiero y del 
tipo de interes spot introduciendo en las ecuaciones diferencia1es 
estoca�ticas procesos de Poisson, con una probabilidad de que se 
produzca un saIto discreto en t determinada, y en caso de producirse, 
la amplitud del saIto siga una densidad determinada. La realizacion 
de la amplitud del saIto influira en el proceso original a traves de 
un coeficiente determinado. Dichos procesos permi ten captar sucesos 
"raros" (asociados por ejemplo a varlaciones discretas y repentinas 
del conJunto de informacion relevante) que gene ran discontinuidades 




dPt atdt +O'tdzt + °tdYt 
dFt Jrtdt +lJtdZt + '1tdYt 
�(rt, t)dt + w(rt, t)dzt 
+ �tdYt 
(20) 
(21 ) . 
(22) 
donde dZt es el proceso de Wiener anterior y dYt es un proceso de 
Poisson con intensidad A (la probabilidad que ocurra un saIto entre t 
Y t+.6.t es Ah+o(h), slendo h=..6.t). 160 , '1 Y � son procesos con dominio . t t t 
de definici6n real, Mxl dimensional, el primero, Y unidimensionales 
el resto. Ademas se suponen integrab1es. predecibles y adaptados a la 
filtraci6n de cada agente. Evidentemente estos tres procesos 
representan la incidencia de un saIto de la variable Yt de una 
magnitud determinada en la variaci6n del precio de cada activo 
financiero respectivo. 
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La variac i on en e l  saldo que mantiene el individuo con la camara 
de contratacion es, al igual que antes: 
(23) 
Aplicando e l  lema de Ito multidimensional para procesos 
de salto-difusion a (23), obtenemos17 
(24) 
Segu.n la formula generalizada de Ito tendremos, en este caso, 
que la deriva del proceso, tal como esta escrita, no coincide con la 
esperanza instantanea del proceso condicionada al instante 
inmediatamente anterior, tal como sucede en los procesos de difusion. 
En este caso se tendra: 
E bS (,,) l l rlSl (�) + "lnl +I. [ J [ Sl (c, rl +�la , Fl +rla) -
aeI 
- Sl (c, rl, Fl) j P(a)da] (25) 
donde el termino adicional rep'resenta la esperanza del saIto en St ' 
derivado de la ampl i tud del saIto de Yt' Dicha amp l itud se representa 
mediante la variable "a" que es una variable aletoria 0 (1 )  con 
densidad p(a;P, t )=p(a) -que supondremos estacionaria- y dominio de 







rs(t-h -s) -osdF a -.0 l 
" (dF I dy =1l + l l l 
If: 




donde at es la amplltud del salto en t y ya que P(dYl>l)=O(dt) es 
despreciable en el limite cuando dt ----? O. Entonces susti tuyendo en 
(25) obtenemos: 
E 65 (�) 
t t 
(27) 
Hallamos ahara el proceso que sigue 1a riqueza financiera del 
individuo. de forma analoga a la ecuaci6n (5) anterior, 
+ � n ]dt + [ p'", + � v ] dZ t t  l t t  t 
+ [ p' /; + � r ] dy t l l t (28) 
Vamos a aplicar el principia del maximo para resolver (7) suJeto 
a (28). El metoda de resoluc16n es similar al caso del proceso de 
difusi6n puro. La ecuaci6n de AJB para este caso es: 
+.!..J [p.", 
+ 2 RR t 












la condici6n de contorno J(�,T.T)=O. Ahora. 
el Integrando del ultimo termino obtenemos1:8 
J J[�t+[P·5t+�t·tla.t. Tl-J(�t.t.T)l p(a)da � 
aEI 
2 (p' dlZ + 'Ot;yt) JRR E(a 2 ) 
que sustituido en la ecuaci6n AJB resulta: 
o = max 
�E� 
+ J [P'" + 
R t r 5 t t 
+ -.!... 3; [p'" + � v] [p." +" v ] 
. 
+ 2 RR t t t t t t 




Las condiciones de 
conocido JR/JRR=-�
J/Cl-7 ) 
primer orden en (31) junto a1 resu1tado • 
t J permiten resolver para �t; 





1al �:ndic16n de 
L�t =0 obtenemos 
1=1 
n = t 
C 
It • t 
sustltuyendo en (33), resulta: 
[p' O"tVt +i\p' cStECa2)7 ] 






---�2 [_C_. E P; 
v v· +i\7E(a ) C I 1=1 t t J t 
- p.] ( cr v· +M E(a2)r ] 
J l l t t 
Particu1arizando para 1a func16n de ut11idad logaritmica, 
1 
v v'+i\7E(az) [ t t t 
- p' J 








S1 E(a)=E(a2}=0, 6 bien i\=0, entonces (33) y (34) se reducen a 
(18) y (19), respectivamente. contrario. aunque todas las posiciones 
a1 contado se compensen, e1 futuro financiero no es, necesariamente, 
una martinga1a y su prima de riesgo es no nu1a. 
La prima de rlesgo descuenta 1a magn1 tud del "sal to" esperado 
para compensar 1a ganancia esperada de un especu1ador (si e1 futuro 
aumenta su precio bruscamente en respuesta a un suceso 
extraordinario, 1a prima de riesgo descuenta negativamente 1a 
- 21 - . 
ganancia esperada y viceversa}. Aunque todas las POS1Clones al 
contado se compensen exactamente (L1Pi= OEIR
") , el precio del futuro 
no sera una martingala siempre que A, 7, E(a ) ;t O . Por ejemp10, en una 
economia sin activ�s reales 0 en 1a cual los activos correlacionados 
con el futuro financiero estan en oferta neta nula, los futuros 
financieros se comportaran como una martinga1a salvo que exl stan 
shocks en la economia que introduzcan di scont inuidades en la 
t rayectoria del precio del futuro. 
De forma similar al caso de difusi6n pura, la posi c i 6n mantenida 
en futuros equivale, para cada agente y en e1 caso logaritmico, a la 
diferencia entre el producto de la partlcipaci 6n en la riqueza 
agregada del agente y el volUmen total de riesgo abierto en los 
mercados al contado, con el volUmen de riesgo a l  contado del agente ,  
todo e l lo descontado por un factor decreciente e n  la volat i l ldad del 
futuro (en difusi6n-72-y salto-E ( a2)-). Dicha posici6n tambien puede 
dividirse, como en el caso de difusi6n pura, en un componente 
especulativo (primer termino del lado derecho de (33» y otro de 
cobertura ( segundo termino) . 
4. Conclusiones: 
En una economia dinamica con un numero finito de agentes con 
preferencias CRRA, 1nformaci6n y mercados completos ever apendice) y 
formac1 6n de expectativas homogeneas, la demand a de contratos de 
futuros individual sera en parte especulativa pura y en parte 
derivada de la voluntad de cubrir las carteras de activ�s al contado. 
51 las carteras de activos al contado se mantienen constantes, 
el componente especulativo puro sera, en el caso logaritmico, 
di rectamente proporcional a la participac16n del agente en la r1queza 
agregada, y tambien a la volat1 1idad del precio del contrato de 
futuros con respecto a su cartera de activos al contado. ASimi smo, 
dicho componente sera mayor cuanto mayor sea el desajuste de las 
carteras al contado de los agentes. 
-22-
El componente de cobertura pura sera igual en volumen pero de 
signo contrario al riesgo global de su cartera de activos al contado, 
medido este ult imo por la covarianza del precio del contrato de 
futuros con su cartera de activos al contado. Si un agente es, en 
terminos netos, especulador 0 " hedger" dependera del componente que 
prime, es decir, de su grado de aversion relativa al riesgo y de la 
composicion de su cartera de activos al contado. 
La prima de riesgo del contrato de futuros dependera 
pesitivamente del grado en que las carteras al contado se compensen 
entre 51 (es decir, del riesgo total agregado de los mercados al 
contado) ,  pero la exi stencia de perturbaciones en la economia que 
provoquen discontinuidades en los precios de los activos de la 
econom1a afiadi ran un componente a la prima de riesgo aun cuando los 
mercados a l  contado esten exactamente compensados (riesgo agregado 
nulol. En este caso, la prima de riesgo descontara exactamente la 
magni tud del salto esperado, no habra especulacion pur a y solo se 
ofreceran y demandaran contratos con fines de cobertura. De esta 
forma el contrato de futuros, a traves de una prima de riesgo no 
nula, compensara a los agentes cuyas necesidades de cobertura 
requieran una posicion a futuros potencialmente desfavorable con 
respecto al sentido del saIto en el futuro f inanciero (corta/larga s1 
se espera un saIto discreto al a l za/baja) . 
El resultado del parrafo anterior enr1quece la informaci6n que 
puede extraerse de la magnitud de la divergencia del proceso que 
sigue el precio del futuro financiero respecto a una mart ingala. Por 
ejemplo, en el caso del contrato de futuros sobre tipos de cambio, 
por la gran profundidad del mercado puede pensarse que las posic10nes 
largas y cortas al contado de los agentes que contratan en el mercado 
de futuros estan practicamente compensadas. Esto e s  as1 per que los 
arb1 traJistas de paridad cubierta de tipos de 1nteres cubren sus 
pos1c10nes en el mercado a plazo y no en e l  de futuros, y los agentes 
que especulan sobre la par1dad descubierta no cubren sus posiciones 
n1 a plazo n1 en el mercado de futuros. Supongamos ademas que el t1po 
de cambio bilateral entre dos monedas se inserta en unas bandas de 
fluctuaci6n. Entonces, s1 el precl0 del futuro sobl-e tipo de cambio 
tlende a comportarse como una submartingala puede inferlrse que el 
mercado espera un realineam1ento con probab111dad no nula. 
En este trabajo se han derlvado resultados de interes econ6mlco 
sobre la naturaleza del equi librio en el mercado de futuros en una 
economia con mercados completos y contrataCi6n continua, y sobre las 
prlmas de riesgo de los precios en dicho equilibrio, pero no se ha 
investigado la naturaleza de ciertos aspectos cruciales, como los 
coeficientes de difusi6n y de sal to-difusi6n ( lump-diffusion) del 
futuro financiero en relaci6n al conjunto ex6geno de activos 
subyacentes. EI supuesto de mercados completos ha evitado la 
necesidad de tratar temas tales como la asignaci 6n inter temporal del 
consumo 6 la valoraci6n del conjunto de activos "primi tivos" , para 
estudiar el mercado de futuros en equilibrio parcial. Probablemente 
el reto te6rico mas importante consista en model1zar la economia y 
derivar metodos de valoraci6n cuando los productos de la innovacion 
f inanciera no sean activos redundantes. No obstante, todavia no se 
dispone de una teoria general. clara y establecida sobre mercados 
financieros incompletos. 
APENDICE. Exlstencia de Yn equilibrio general subyacente. 
El modelo del mercado de futuros present ado se desarrollo ·en 
equilibria parcial en una econemia caracterizada per actives 
financieros cuyos precios siguen procesos de difusion, agentes con 
preferencias CRRA e informaci6n completa. En dicha economia se supuso 
que los mercados eran completos antes de la introducci 6n del contrato 
a futuros, 1 0  cual permiti6 desarrollar el modelo en equilibrio 
parcial. En este apendice se desarrollan las condiciones que el 
vector de precios de los activos a1 contado y el tipo de interes 
instantaneo deben sat i sfacer para que la asignaci 6n de equilibria sea 
la mi sma antes y despues de la introducci 6n del contrato de futuros. 
Es declr, cabe preguntarse si las nuevas condiciones que exist iran 
en la economia despues de la introducc16n de dicho mercado afectaran 
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el propio equilibrio general ,  del que se partfa como premisa. 
Para desarrollar estas condiciones, se modificara l i geramente la 
especificaci6n de los procesos estocasticos y se introduciran activos 
reales, para fac i l i tar la comparacion de los resultados con otros 
trabaJos de la l iteratura (especlalmente el renovador trabajo de Cox, 
Ingersoll y Ross, 1985a y 1985b. 
Se recordara que en el modelo existfan M act i vos contingentes 
caracterizados por un proceso de difusi6n M-dimensiona l :  
(l) 
s iendo dZt un vector Kxl de procesos de Wiener que representan las 
fuentes de incertidumbre de la economfa, Ptel vector de precios de 
equi librio de M activos contingentes, flt una matriz diagonal MxM de 
rentabil idades instanta.neas, . <\ un vector Mxl de flujos de caja 
instantaneos, 1M una matriz identidad de dimension M y Ht una matriz 
MxK de coeficientes de difusion. CIR llegan a una expresion de 
equilibrio para flt y Ht, a la vez que determinan la composic
16n optima 
de la cartera de los indi viduos. 
Al considerar el problema de asignac i 6n de riqueza del Indi vlduo. 
el problema de selecclon de cartera no t i ene, en genera l ,  solucion 
(mica, debido a la existencla de infinltos activos contingentes. No 
obstante. el problema puede resolverse escoglendo un conjunto "base" de 
oportunidades de inversion ( incluyendo tanto la inversion directa en 
procesos productivos como en activos contingentes) . Esta base se define 
como el conjunto de procesos productivos y activos contingentes 
caracteri zados por procesos de difusioll multi variante (1 ) para K 
.activos contingentes de la base. y para p procesos productivos cuyas 
rentabi lidades s i guen e l  proceso: 
s iendo p:sn -mlmero de procesos fisicos existentes-. «(Y, t) un vector 
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pxl de derivas, funci 6n de las fuentes de incertidumbre y, siendo 
G(Y. t) una matriz nx(n+k) de funCiones de (Y, t )  con dominio real (GG' 
es la matriz de covarianzas del proceso de difus i 6n multivariante (2»). 
dZt es un proceso de Wiener (n+k)-dimensiona l .  Para simplificar 
supondremos que todos los procesos fisicos pertenecen a la base (p=n). 
Segun Cox, Ingerso l l  y Ross, (1985a, pag. 368), � is sufficient 
for both individual choice and equil ibrium valuation to determine the 
uni que a llocation resulting when the opportunity set is restricted to 
the basis. AnY al location involving nonbasis claims could be 
replicated Qy � controlled portfolio of claims in the basis. Since 
� of these choices would 8i ve the individual the � portfol io 
behavior � time and the � consumption � he would be 
indifferent among them. In this scheme of things there is no � 
for nonbasis contingent claims to exist. but there !...§. no � for 
them not to exist either. and � .!!lAY � that in general there 
will be .en inifinite number of them. each of which must be 
conSistently priced in equilibrium" . 
Esto se u t l l i zara para resolver el equilibrio parcia l , cuando se 
introduce un mercado de futuros,de forma consistente con e l  equilibrio 
genera l .  Para ello cabe establecer el siguiente teorema: 
Teorema: Una condici6n necesaria y suficiente para la 




A(Y, t )  (F�-a) H ( Y, t) 
,,(Y, t) G(Y, t) 
no sea singular. 
Prueba: 
Supongamos cualquier activo financiero de la economia no 
perteneciente a l a  base, cuyo precio t iene diferencial:  
- 26 -
dP t �(Y, t )dt + �(Y, t ) dz ( t )  (3) 
s iendo u(Y, t )  un vector de (n+k) funclones con dominic rea l .  � ( y. t )  
una funcien con dominic real y dz el t proceso de Wiener 
multidimensional (n+k)xl. 
S1 un agente puede rep l i car este activo financiero con una 
cartera farmada con los activos de la base y al activo sin riesgo 
( que es un activo financiero con coefi ciente de difusi6n cera y 
diferencial dpsr=psrr )  debera existir pry. t)elR(n+k+1l tal que:  t l t '  
d6nde PR
l 
Apl i camos 
dPR t con probabl 11dad 1. Vt. (3) 
p'B(Y, t ) , B(Y t)' = [psrF T/J. es la cartera que repl ica P . , t t 
e l  lema de I to multidimensional a PR obtenlendo: 
n+k+l 




1 + L p (Y, t ) h  (Y, t )  dz J J t J:n+l 
t 
[ � P (Y, t ) G  (Y, t )  + 
J =1 J j 
slendo {A }n+k+l1a primera columna de A(Y, t), G ( V, t )  los n vee t a res 1) J=l J 
f i la (n+k) de G ( Y, t) Y h
J
(Y, t)IOS k vectores f i la (n+k) de H(Y, t). 
51 (4) se cumple,  entonces debera cump11rse: 
[ �(Y, t )] 
�' (Y, t) 
",(Y,  t l] 
p(Y, t )  
G 
A' (Y, t ) p(Y, t )  
pero esto e s  c1erto 51 y 5610 51 rangACY , t ) =n+k+l Q. E . D  . •  
Una vez establecldo este teorema. rea11cemos las s1guientes 
hip6tesis: 
Hl. La matriz basica t i ene rango igual 0 superior al numero de 
fuentes de incertidumbre de l a  economia mas uno (los 
mercados son completos). 
H2. En 1a economia existe un futuro financiero. 
marked-to-market. que no pertenece a l a  base Vt. 
El futuro financiero puede entonces replicarse dinamicamente con 
los activos reales y financieros de l a  base, con 10 cual su 
existencia no viene a amp l i ar el conjunto de oportunidades de 
inversi6n de un agente con acceso a todos los act! vos de l a  base. 
Consiguientemente la introducci6n de un mercado de futuros 
f inancieros no varia l a  composici6n de l a  cartera de (n+k+l) activos 
basicos, bajo Hl y H2. 
El precio del futuro f inanciero debera ser consistente con el 
equi librio general de la economia. y consecuentemente debera resolver 
las ecuaciones diferenciales parciales de equi librio del model o .  La 
introducci6n de caracteristicas adicionales (market-basket-del ivery) 
imposibilitan al resoluci6n anal itica del precio de equilibria por 
esta via. No obstante, Hl y H2 permiten caracterizar el proceso 
estocastico del precio del futuro financiero y las estrategias de 
actuaci6n de los agentes en dicho mercado resolviendo el problema en 
equil ibrio parcial de forma consistente can el equi librio general 




para mas detalles sabre l a  topologia de los procesos de Ito. 
W i l l i ams (1979). 
ver 
2En adel ante se supondra que todos los procesos estocasticos 
especificados son medibles en (n. f . � )  Vte [ O , T] e Integrables respecto 
a l a  medida de Lebesgue. 
3A1 ser los mercados completes, el nuevo activo financiero no 
al terani l a  asignacion real escogida por los inversores: El nuevo 
activo financerio siempre podra ser replicado por un conJunto de 
activos l inealmente independientes que forman l a  " base" que expande 
todas las oportunidades de inversion de l a  economia. No obstante, 
aunque no hay ninguna razen por la que el nuevo activo ( redundante) 
deba existir. tampoco hay razon alguna para que no exista. Ver el 
apendice. 
4 
= (} dF 
t t J 
t-h rs (t-s) + 1 1m e "sdFs 
h"" 0 
S





>O, P=(P1 , • .  Pm' • •  PH) ,  respectivamente. De forma simi l ar l a  
posici6n d e  un individuo e n  el mercado de futuros sera corta 0 larga 
segun "<0 0 ">0, respectivamente. 
6Cabe observar que las operaclones de inversi6n/endeudamiento a 
tipos de Interes sin riesgo quedan recogidas en l a  cartera 
p' EIR" medi ante la compra 6 emision de bonos " cupon cero" . 
7 La deriva y el coeficlente de difus16ndel proceso ( 19) deben ser 
continuas en todos sus argumentos, ademas de la propi a  funci6n de 
util idad. Ademas l a  deriva y el coeficiente de difusi6n deben cumpl ir 
la condicion de crecimiento y deben ser funciones Llpschlanas. Por 
ultimo, la condicion de contorno es cont inua y satisface la condici6n 
de crecimiento (ver D. Duffie, 1988, p. 22S). 
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es la funcl6n valor (el valor maximo de la funclan 
objetivo para un problema de control optima que empieza en t en el 
estado 3tt ) .  Baja las condiciones de regularidad supuestas (ver mas 
arriba). dicha funclan existe, es unica y J E C2. 
9para una discus i on sobre e l  tipo de ecuaciones diferenciales 
parciales que se aparecen en los problemas de control optima 
estocastlco, ver Bensoussan (1982). 
10 Anderson y Danthine (1981) obtienen una descomposicion similar 
en un modele puro de cobertura. 
l l
Este pequeno anal isis de esta.tica comparativa debe tomarse con 
cautela, ya que la cartera de activos al contado, P i '  se considera 
dada, y esta en real idad podria depender de forma no l ineal de la 
participaci6n del agente en la riqueza agregada. 
12Por ejemplo, una economia de intercambio pur�. 
1 3
Ver Raynauld and Tessier (1984), Peck (1980 y 1982). 
14 Anderson y Danthine (1981) Justifican primas de riesgo no nulas con 
demanda neta de cobertura nula por la disparidad de preferencias y/o 
expectativas de los agentes. 
15Puede demostrarse que la distribuci6n asint6tica de P, F Y r en 
(18), (19) y (20) es idemtica a la de un proceso estocastico 
que sea suma directa de un proceso de difusi6n y otro de saIto puro. 
Para el anal isis de estos procesos mixtos ver Cox y M i l ler 
(1968), pags. 237-246. 
16 dy(t)=O con probabil idad 1-Adt+o(dt), dy(t)=1 con probabi l idad 
Adt+o(dt) y dy(t)=N, N>1 con probab i l idad o (dt). 
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17Sea dx=c(x, t 1dt + A(x , t1dZ + B(x, t1dY un sistema de ecuaciones 
diferenciales estocastlcas con dZ un vector de procesos de Wiener y 
dY un vector de procesos de Poisson independientes. Sea F(x,t) una 
func16n dos veces diferenclable en (x, t 1 . Entonces: 
dF = [F, (x. tl + Fx (x. tlc (x. t l  + ; tdFx/X. tlA(X. tlA· (X. t l l]dt 
+ [Fx (x. tlA (X. tl]dZ + [nx+B (x . t l . t l -nx . t l]dY 
para el caso bidimensional de (21 1 obtenemos el resultado del texto. 
180icha expansi6n es una aproximaci6n y no supone que 1 05 momentos de 
at de orden superior a 2 sean asint6ticamente despreciables. 
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